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Rozwazamy model liniowy:

X=pt¢
gdzie XeR" jest wektorem obserwacji
peQc R" jest wektorem srednich (warto$ci oczekiwanych), o ktérym wiadomo,
lezy w pewnej wlasciwej podprzestrzeni liniowej £2 przestrzeni R”,
tzn. Qc R" i dim(Q)<n
ge R jest losowym wektorem bledow o rozktadzie e~N,(0,c)

Rozwazmy dwie hipotezy liniowe specyfikujace 2 podprzestrzenie liniowe oy Q 1 apc Q2
przestrzeni (. Hipoteze liniowa bedziemy utozsamia¢ z podprzestrzenia, ktora ona specyfikuje.
Oczywiscie M@, jest podprzestrzenig liniowa
Potrafimy juz testowac hipoteze

Ho: @< N arc)
przeciwko H;: o< Q-oNay,
ale jesli test odrzuci hipoteze Hy: e amancQ) , to cheielibySmy wiedzie¢ czy fatszywa jest hipoteza
@y czy @, czy obie jednoczesnie. Nie zawsze jest to mozliwe
Przyklad. Model regresji liniowej

v=potprat+pb; +& ,i=1,..,n

& iid. MN(0,0), ktory mozna zapisaé w postaci
M 1 a, b, &
= By P+ B, e B D]
yl’l 1 al’l bl’l gl’l

Jezeli chcemy zbada¢ czy zmienna a wplywa na wynik (odpowiedz) y, to testujemy hipoteze
1| | b
S1=0 ( zmienna a nie ma wplywu na y) ktora specyfikuje @, =span< | : |,| :

1| b

Jezeli chcemy zbada¢ czy zmienna b wplywa na wynik (odpowiedz) y, to testujemy hipoteze

1| |aq
/=0 ( zmienna a nie ma wplywu na y) ktora specyfikuje w, =span: | : |,

1| |a

n

Jezeli testujemy hipoteze o braku wptywu zmiennych a i b na odpowiedz y, to testujemy hipoteze



Hipotezy ortogonalne

/=0 1 3=0  ktora specyfikuje @, N @, =span

Moze si¢ jednak okazac, ze nie potrafimy oddzieli¢ od siebie wplywow zmiennych(tu nielosowych) a

a, b, b, 4
ib. Jezeli wektory | @ |i| i | saliniowo zalezne (np. | : |=k| : | ,to parametry £ i/ sa
a,] Lo b, a,
a, 1
nieidentyfikowalne a suma f+k/% moze by¢ identyfikowalna , gdy | : |#const|:|. Wowczas
a, 1
Wi 1 a &
=5, D+ (B, +kpBy) D+
Y 1 a,] &,

W mniej skrajnych przypadkach kolumny macierzy planu moga by¢ ,,prawie liniowo zalezne” co
skutkuje tw. ztym uwarunkowaniem 1 testy hipotezy =0 i hipotezy /=0 moga by¢ stabe a test

hipotezy Si+k/%=0 moze by¢ catkiem mocny.

Estymowalnosé i testowalnosé¢

Rozwazmy model Y=Xp+¢ , e~N,(0,0°I)

Def. Liniowa funkcja parametryczna ¢'p jest (nieobcigzenie) estymowalna, gdy istnieje liniowy

nieobcigzony estymator b'Y tej funkcji.

WKW estymowalnosci E(b'Y)=b'E(Y)=b'XB=c¢'BVR < X'b=c< celmX")
(wiersz ¢' jest liniowa kombinacja wierszy macierzy A)

Def. Hipoteza liniowa HB=0 jest testowalna, jezeli estymowalne sa wszystkie liniowe funkcje

parametryczne generowane przez wiersze macierzy H

WKW testowalnosci : Im(H') < Im(X")
(wiersze macierzy H sa liniowymi kombinacjami wierszy macierzy X)
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Wracamy do modelu
Y=gt¢, e~N0,0°I), @cQcR',  dimQ)<n

Rozwazmy hipotezy H :pe mcQ i H; :peocQ

Oczywiscie Q=w, @0 i Q=w, ®w, (sumy proste)

Def. Hipotezy @ i @, nazywamy hipotezami ortogonalnymi gdy przestrzenie @;" i @, sa ortogonalne

Z warunku ortogonalno$ci hipotez @y i @, czyli z warunku @;" L @, wynika
o C o (bo Q=w, ®w;)
0, C o (bo Q=0, ®w;")

zatem dim(@; + @) > dim(e + ;") = dim(Q) (sumy algebraiczne )

Ale (o + @)z Q stad dim(@; + @) < dim(Q).

Wobec tego dzigki ortogonalnosci hipotez @y i @, (czyli w;" L @, ) mamy dim(@; + @)= dim(Q).

Oznaczmy odpowiednio
g= dim(an N an)
r=dim(@) (tzn macierz H' jest typu (s- 71, s) petnego rzedu —specyfikuje s- 7, ograniczen)
r=dim(e,) (tzn macierz H” jest typu (s- 72, s) petnego rzedu —specyfikuje s- r, ograniczen)

s= dim(Q)

Warunek ortogonalno$ci badanych hipotez pozwala napisa¢ fundamentalny zwiazek pomigdzy
wymiarami odpowiednich przestrzeni

S=ritr-q

Postac¢ kanoniczna

Wprowadzmy w R" nowa baz¢ ortonormalng (€,...,€ ) tak aby

51,. ,Nq bazaw o, N @
€, ,Eq ,Eqﬂ,.‘.,érl baza w
51,.‘.,551 ,5“1,.‘.,@ baza w @,
€, ,Eq,éqﬂ, .,5,1,5“1,.‘.,5S baza w Q
€, €, € 1,00 € L€ L€, € L €) baza w R"

Niech P bedzie macierza przej$cia od starej bazy kanonicznej do nowej bazy (€,,..., €,)
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n
Oznacza to, ze Ej = ZFE/ei . Macierz P jest oczywiscie macierzg ortogonalng. Zwigzek pomiedzy

i=1
wspOtrzednymi y wektora w starej bazie i jego wspotrzednymi ¥ w nowej bazie jest postaci
y =Py lub réwnowaznie y =Py
Poniewaz w bazie kanonicznej mozemy utozsamia¢ wektor z jego zestawem wspotrzednych w bazie
kanonicznej kolumny macierzy P (wiersze P") sa zestawione z wektoréw nowej bazy (€,,...,€ ).
Wektor X lezacy w przestrzeni Im(X) rozpinanej takze przez (€,,..., € ) moze by¢ zapisany w
postaci Xp = z 7€
i=1
Mnozgc obustronnie Y=XB+& przez P" otrzymujemy
P Y=P XB+P e=P" > yE+P ¢
i=1

Oznaczajac Y=P'Y i n=P" & otrzymujemy réwnowazny model w postaci kanonicznej

I, 0
0 I
Y 0 6q | /i n
=|L CEE R przy czym N~N(0,5°)
o Vs
Y= X, Y+n

Dla modelu w postaci kanonicznej hipoteza Hy przybiera postaé

H): g@eo < Vi =0,,7,=0
H: g@ems Ve =0,,7, =0

H)?: geonme Va1 =07, =0, 7,,=0,..,7,=0

N

Poniewaz przeksztalcenie ortogonalne zachowuje norme wigc prawdziwe sg rownosci

R, =|& ot Y

s+l

Cpndf ST
i 1

=5+

resztkowa suma kwadratow (wewnatrzgrupowa) w modelu bezwarunkowym .

Ro=le] =[V -2, ¥[ =72+ T2 4 12

s+1

ot Y2
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resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H (1)

R2:||£-:2||2:H8~(—P%S7H2:Nqil+---+l7rf+Y +eot Y

s+1

resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H g

‘812 _HY P YH =72 + +Y +Y1+ +Y +Y2 + +Y

o N, g+l 541

resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H (1) ANH g
Wida¢, ze zmienne

72 72
R, —-R, = le+1+"'+Ys

v 2 v 2
Ry -Ry=Y  ++Y,

R,=Y2, +

v+1

et Y2
sa niezalezne i
R12-R0:(R2—R0)+(R1—R0)=I7q2+1+...+17r12+y T

Ponadto (oznaczajac przez F, ¢ rzut wektora ¢=E£(X) na przestrze @; )

o ilnkl} _2R0 ma rozktad )(sz—rl,&l przy czym &} = 271 __“¢ @ ¢H2
o O- i=n+1

o Bk _zRo ma rozktad }(‘irz,éz przy czym&; ziz i%‘z ziz“q)_P‘”z q)Hz
o (o2 i=q+1 o

R
o —g ma rozktad y.
> :

Podsumowaniem jest nastepujaca

Tabelka ANOVA
Zrédto Stopnie , )
) | Suma kwadratow Sredni kwadrat Iloraz F
zmiennosci swobody
_m
‘ - ‘Ry) F, =
Hipoteza w, Ri-Ry S-71 17 s mg
Hipoteza o, R>-Ry -1 m, = oL
2 g
Hipoteza m
Rix-Ry s-q my, = ﬁ(Rlz -Ry) F, = —=
®O1N, m,
Btad
2 Ry n-s my=——- R,
(wewnatrz grup)
Ogotem Ry, n-q
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Warto na etapie planowania eksperymentu zadbac¢ o to by interesujace nas hipotezy byly
ortogonalne, gdyz ortogonalno$¢ umozliwia oprdocz testowania lacznej hipotezy liniowej takze
testowanie hipotez skladowych a statystyki testowe dla tych hipotez szczegélowych sa niezalezne

(Problem na ¢wiczenia). Wro6¢my jeszcze raz do rozwazanego modelu
V 1 a, b, &
=Ll |+ B B |
Y 1 a, b,] L&,
Zadanie. Przeprowadzi¢ szczegdtowe rozwazania (konstrukcje odpowiednich baz) uwzgledniajace
ortogonalnos$¢ dla testowania hipotez £,=0 i £=0.
Oznaczajac przez 1 aib kolumny macierzy A planu eksperymentu mamy
Q=span{l, a, b}, ;= span{1, b}, = span{l, a}
Oznaczajac a—lzll a;, le .,a=al, b=bh1 mamy
Q=span{l, a—al, b -b1 }, @=span{l, b -b1 }, m=span{l, a—al}
Warunek ortogonalno$ci hipotez o, i @, przyjmuje postac
<a —alb-b 1> =0, czyli Z:l:l (a; —a)b, — b ) =0. Zalézmy, Ze jest on spelniony.
Wyijsciowy model y=fyt+Batfob; +& , i=1,..,n ; & iid. N0,6°) mozna zapisaé w postaci
y,=6,+B(a,—a)+ B, (b,—b)+¢& ,iFl,...n ,gdzie 5 =L, +pa+pb

b2 1 a-a b-b|5, &

lub macierzowo | : |=|: : : B+

Y a,—a b, -b B &y
Z uwagi na warunek ortogonalno$ci mamy ) .
n 0 0 5, Doy 5, i Y
0 Ya-ar 0 B |2 X, || A= R | =
0 0 Db, =b) LB | DB, =Dy, | | P % %

R, =[v-81- pa-m)- .o D)
=(Y-Y-4@-0)-A.b-b),Y-Y-f@a-8)-(b-b)=
=y -4 A

HY S1-B,(b- b)H [Y Y] - 42[b-

R, =|Y-61-f@-a)| =|v-¥] - 4

R, HY 51” [y -¥[°
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Tabelka ANOVA

Suma kwadratow

Stopnie swobody

Zrodto zmiennodei
R —ay)
| R R = -l =22 1
Hipoteza ®; (£=0) a-a i
Hipot =0 . _ b-b,Y
1poteza m; Wz ) R~R, = ﬂzsz _sz :<b_b2> .
. n2 =2, A2 w7
Hipoteza o;nm, R,-R,=pf|la— a” + 5, |b - b” 2
Blad _ VI _ 22la—_al® — 22l — bl B}
(Wewnqter}z grup) Ro= ||Y B Y" _ﬂl a- a” _ﬂz b b” n-3
Og(’)lem RI,ZZHY —Yuz n-1




